
第一部分 
1、累积函数 

先来了解几个基本的概念：本金、累积额（本利和）、总额函数
A(t)、累积函数a(t)（单位本金的总额函数）。  

        我们把最初投资的、孳生利息的款项称作本金，用A(0)表示，
把本金经过一定时期后形成的金额称为累积额，用A(t)表示 。它
是本金和利息之和，又称为“本利和”。当本金为1单位元时，用
a(t)表示1单位元的累积额，称之为累积函数，它有以下性质： 

1、 a(0)=1 

2、 a(t) 通常是 t 的递增函数（要求利率必须是正数） 

3、如果连续结算利息（t连续取值），则a(t)为连续函数，如果间
断结算利息（t间断取值），则a(t)为非连续函数。 



           设 t 是本金投资使用的时期长度，以A(t)表示t时的
累积额，假设利率是固定的常量，则A(t)就是 t 的函数，
称为总额函数。当t=0时，A(0)就是本金。这里我们只
讨论t≥0的情况，并以年度为计量单位。利息是累积额
与本金的差。以I(t)表示由0到t时刻的利息额，则： 

  0                1           ……                     t 

 

A(0)            A(1)      ……                    A(t) 

 

           I(t)=A(t)-A(0)         利息额=本利和 －本金 

或      A(t)=A(0)+I(t)         本利和=本金 + 利息额  



       由于累积额直接受本金的影响，为数学处理的方便，

进一步定义累积函数a(t)： 

 

 

 

         a(t)表示一单位货币额（比如1元）经过t年后的价值，
它是单位本金的本利和。显然a(0)=1 ， A(t)=A(0)*a(t)，
由于A(0)是常数，令A(0)=R，因此也可记为A(t)=R*a(t)。
由此，对总额函数A(t)的的讨论就可以简化为对累计函
数a(t)的讨论。 
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按复利计息，t年后的本利和（总额函数）为： 

 

 

其中R=A(0)，累积函数为： 

 

如果按单利计息，t 年后的本利和为： 

 

 

累积函数为： 

具体图形见下方 
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        a(t)通常为t的连续函数，在平面坐标上表现为通过 (0，1)点的
曲线。理论上，a(t)既可以是增函数，也可以是减函数(当-1<r<0

时)，但我们总是希望a(t)为增函数，只有这样才能保证总额函数的
递增性和存在正的利息。有时，当利息定期结算时，a(t)也表现为
不连续的阶梯函数。在定期内a(t)为常数，在定期结算利息时a(t)上
一个阶梯。当t=0，1，2，… 时，a(0)，a(1)，a(2)，……，形成阶
梯。 



t

a(t) 



        衡量资金生息水平的指标是利息率，它表示单位本金在单位
时间内所孽生的利息。如果单位时间为一年，一年内一单位本金
的利息就是实际利率，以 i 表示实际利率，则 

第n年的实际利率为： 
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例：按复利计息，n年后的本利和为 

 

n年后的本利和为 

 

 

则第n-1年的利率为 

 

 

 

 

 

以上例子说明，按复利计息时，任何一年的利息率都是相同的。 
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2、单利和复利 

      利息的计算方法有单利和复利两种。单利只在本金
上计算利息，其累积函数的形式为 

          a(t)=1+it        (t≥0)  

当t=0时，a(0)=1，当t=1时，a(1)=1+ｉ，说明它经过
（0，1）和（1，1+ i）点。 

图形在上面累积函数部分已经给出。 



在以上的例子中，如果按单利计息，则实际利率为： 

 

 

 

 

 

 

 

可见，随着n的增大     将变小。以上例子说明，按单利计息时，
各年的利息率并不相同的。 
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对比复利累积函数和单利累积函数可知： 

 复利累积函数是上凹函数 ，单利累积函数是直线； 

 它们都以 (0，1)为 起 点 ，并且经过(1，1+i)点； 

 当t>1 时 ，复利比单利方式得到的利息更多；当0 < t < 1时 ，
单利的利息更大。 

即当  0 < t < 1   时， 

 

当   1 < t < ∞ 时， 
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举例：李刚2006年1月1日从银行借款 1000元，假设年实际利率为 

12%，试分别以单利和复利计算：(1)2006年 5月20日时， 他需还
银行多少钱? (2) 2008年1月1日 时，他需还银行多少钱? (3)几年后
需还款1500元? 

解： 

（1）从2006年1月1日到5月20日共计140天，即 

                     31+28+31+30+20=140天 

或利用excel中的date函数计算： 

Date(2006,5,20)-date(2006,1,1)=139，故计息天数为 139天。 

     以单利计息时：（t =139/365<1) 

 A(t)=1000*(1+ⅰt)=1000*(1+0.12*139/365) =1045.7元 



 以复利计息时： 

 

可见，当t < 1时，单利的累积函数要大于复利的累积函数。 

（2）从 2006年1月1日到2008年1月1日为两年，故 t = 2 

以单利计息时： 

A(t)=1000*(1+ⅰt)=1000*(1+0.12*2) =1240元 

以复利计息时： 

 

可见，当  t  >  1时，单利的累积函数要小于复利的累积函数。 
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(3)以单利计息时： 

由  1500=1000(1+0.12*t)，得t=(1500/1000-1)/0.12=4.17年 

以复利计息时： 

 

 

 

 

 

或利用excel的NPER函数：nper(rate,pmt,pv,fv)=nper(0.12,0,1000,-

1500)=3.58年 
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0 1 2 t=3.58年 

PV=1000 

FV=1500 PMT=0 PMT=0 …… 

…… 

用图形解释如下： 



3 、 现值和贴现函数 

        一个单位本金经过t年后成为累积值a(t)，那么一单位累积值在
t年前的值便为1/a(t)，或者说，1/a(t)经过t年后成为一单位元。其
中的1/a(t)称之为贴现函数，记作a-1(t)。 

 

单利的贴现函数为：      

 

复利的贴现函数为： 

        我们把现在一单位元在t年前的值或未来t年一单位元在现在的
值称为t年现值。在单利方式下，一年的现值为l/(l+i)，两年的现值
为l/(l+2i)，…… 
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在复利方式下，未来一年后1单位元现值为 

 

两年的现值为                ……； 

 

未来 t 年后1单位元的现值为 

 

通常以        表示复利下1单位元的 t 年现值，即 

 

 

用坐标表示，见下图： 
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 贴现额——如果应该在将来某时期支付的一笔金额提前到现在
支付，则支付额中应扣除一部分金额，这个扣除额称为贴现额 

 

例如，一年后将要支付的一笔金额为A(1)，如果提前到现在支付，
应扣除的贴现额为A(1)-A(0)。再如，A(5)-A(0)表示5年后将要支付
的金额提前到现在支付应扣除的贴现额。 
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在数标轴上的每个时点的数据是等值的  



 贴现率——单位货币额在单位时间内的贴现额。即： 

 

 

 

 实际贴现率——若单位时间以年度为单位，这时的贴现率称为
实际贴现率。通常用d 表示贴现率。 

                 

将来支付的金额

贴现额
贴现率 
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第n年的贴现率为： 

 

 

提请注意：第n年的利率为 

 

由以上公式可得出贴现率与利率的关系： 

 

 

 

以及： 
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举例：假定利息率为8%，按复利计息，100元本金10年后本利和
为A(10)=100*（1+8%）^10=215.9； 

    9年后的本利和为A(9)=100*（1+8%）^9= 199.9元，第10年的贴
现率为： 

 

 

 

我们注意到，按复利计息时：              ，  并且                   也同样成
立，因为： 
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所以，公式                   就可以写成： 

 

公式还可变形为： 

 

注意到： 

 

或者： 

上例中的贴现率可直接用公式计算： 

从以上例子中可以看出： 
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例如，2006年1月1日累积值为1000元，则在d=10%的复利贴现率
下2002年1月1日的现值为： 

实际利率为： 

 

 

以上1000元的现值还可以按以下方式计算： 
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假设单利的年利率为5%，（1）如果希望在9个月末获得2000元的本利和；（2）
如果希望在2年3个月后获得2000元的本利和，试分别计算期初的本金分别为多
少。 

解： 9个月相当于9/12=0.75年； 2年3个月相当于2.25年。 

（1）2000/(1+0.75*5%)=1927.71元  A*(1+0.75*0.05)=2000 

（2）2000/(1+2.25*5%)=1797.75元  B*(1+2.25*0.05)=2000 

 

假设复利的年利率为5%，（1）如果希望在9个月末获得2000元的本利和；（2）
如果希望在2年3个月后获得2000元的本利和，试分别计算期初的本金分别为多
少。 

解： 

（1）用利率 i 折现：      2000/(1+5%)^0.75=1928.14元 

        用贴现率d 贴现：    2000*(1-0.047619)^0.75=1928.14 

（2）用利率 i 折现： 2000/(1+5%)^2.25=1792.07元 

       用贴现率d 贴现： 2000*(1-0.047619)^2.25=1792.07 



4、名义利率和名义贴现率 

        我们通常所说的利率一般是指年利率。但是在实际
计算利息时也经常按半年、按季、按月计息。在年利率
不变时，一年当中多次计息并且按复利计息，则实际所
产生的利息额与名义上的利息额就不相同。 

        例如，本金1元，年利率为10%，按复利计息半年结
算一次利息，每次结算利息时实际上采用的利率为
10%/2=5%，1元本金半年后的本利和为1*（1+5%）
=1.05元，一年后的本利和为1.05*（1+5%）=1.1025元，
其中利息额为0.1025元。这相当于一年结算一次的实际
利率为10.25%。我们称10%为一年结算两次的名义利率，
称10.25%为实际利率。 



 名义利率——我们把1年内结算多次的年利率称为名义利率。用 

          表示，其中m表示1年中结算的次数。 

 实际利率——把1年内结算多次的名义利率换算为1年结算1次的
年利率，这个年利率成为实际年利率。用    表示 。 

 

          表示在每次结算时实际使用的利率（期利率）。 

 

在复利的条件下，年初1元本金，一年结算m次、在年末的累积额 

 

为                  如果它相当于用实际利率     计算的、1年结算1次 
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的累积额为           ，则有： 

 

因此： 

 

或： 

      

     以上这两个公式可以作为名义利率和实际利率的互换公式。 

     名义贴现率与名义利率的意义相似。 用     表示原来规定的一 

年结算m次的名义贴现率，则每次结算的实际贴现率为       ， 

若      表示实际贴现率，则： 
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因此： 

 

或： 

 

例：(1)求每月结算的年利率为12%的实际利率。(2)求每季结算的
年贴现率为10%的实际贴现率。(3)求相当于每月结算的年利率为
12%的半年结算的贴现率。 

解：(1)由题意知： 
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(2)已知数据： 

 

 

 

(3)一笔现值为P的本金，按12%的年利率每月结算一次， 

 

1年后的终值为： 

 

则现值为： 

 

如果把这笔钱的终值F按照年贴现率          半年结算一次的来贴现， 
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则现值为： 

 

如果以上两种方式计算的现值相等，则： 
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一张尚需6个月到期的票据，其面值为2000元。如果按6%的名义
贴现率贴现，每个季度预收1次贴现值，试计算票据的现值为多
少？ 

解：已知：                  求2000元在6个月前的现值。 

 

（1）用        贴现： 

 

 
（2）用        贴现： 
 
 
（3）用        贴现： 
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（1）用        折现： 

 

 
（2）用        折现： 
 
 
（3）用        折现： 
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第二部分：  年金 
       年金是收付款项的一种方法。它是每隔一个相等间隔的一系列
固定金额的收付款方法。实际中采取年金方法收付款项的例子很
多，例如，向银行一次性贷款后采取在若干年内每年等额还款方
法还清贷款。再如，以分期付款方式购买某一固定资产等。年金
可以按收付款时点不同分为期末付年金和期首付年金； 

1、年金现值 

      年金现值是一系列等额收付款在收付期初的现值之和。 



       对每年一单位元（1元）共收付n年的n年定期年金，当收付款
发生在每年年末时，以      表示其现值。显然      是每年末一单位
元在收付期初现值的合计。 
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    如果按复利计息，每年结算一次，则 
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用另一种方法推导以上公式： 

将等式                                   

两边同乘      ： 

由（1）-（2）得： 
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   1元期末收付的年金现值：从1~ n 年，每年的1元
年金折算到现在（第0年）的现值之和称为期末收付1
元年金现值，记作      。   在财务管理中常使用                  
表示1元期末付年金现值。 

      当收付款在每年年初时，以     表示其现值。 
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1元期初收付年的金现值：从0~ n-1 年，每年的1元年金折算到现
在（第0年）的现值之和称为期初收付1元年金现值，记作 
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例：王平从银行贷款20000元，他想在今后的十年内等额还清贷款，
贷款年利率为15%，求每年还款额。 

解：采取年金方式还款，其年金现值必然等于借款额。设每年还
款额为x，则 
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每年的还款额为20000/5.018769=3985.04元 



例：张三从银行贷款50000元，她计划从第七个月开始每月底等额
还款，若银行规定在借款后三年内还清本息。设实际年利率为
16%，求每月需还款额。 

解：设按月结算时采用的月利率为j，每月还款x元，3年共36个月， 

有关的公式： 

作图如下： 

0 1 7 8 36 …… …… 

50000 

x x x 

共30个 x 

6 

30
ax 6

30
vax 

%16i %161
12

1

12
)12(











i

12

)12(i
j 



由以上图形分析可知： 

在公式中采用的利率为j 

按月计复利，则j与实际年利率16%的关系为： 

 

 

 

所以： 

 

 

2、年金终值 

      终值是经过一定时期生息后的本金与利息之和。年金终值是一
系列等额收付款在收付期末的终值之和。每年一单位元，每年末
收付的年金终值以         表示，它是从1 ~ n年每年1元年金在第n年
的终值之和。 
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如图所示，可知： 

显然： 
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n
s每年一单位元，每年初收付的年金终值以       表示。 
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显然： 

 

它们的位置关系可用以下图形表示： 
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例：张燕每月初存款50元，共存了10年，该年实际利率为9%，
求10年后她一共能得到多少元？ 

解：设每月结算时所采用的月利率为 j ，即 

由                                               ，     得  j =0.0072 

 

10年共120个月，10年后的终值为： 

 

 

 

 

即10年后共可得到9554.30元。 
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